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Îïèñàíèå ìàãíåòèêà è åãîýíåðãèÿ
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Óñðåäíÿÿ ïî ìàëîìó îáüåìó...Âåêòîð íàìàãíè÷åííîñòè: ~M(~r), | ~M | = MS

MS � íàìàãíè÷åííîñòü íàñûùåíèÿ, ïàðàìåòð ìàòåðèàëà.Áåçðàçìåðíàÿ íàìàãíè÷åííîñòü: ~m = ~M/Ms, |~m| = 1



Îáìåííàÿ ýíåðãèÿ
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EEX[~m] =
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∑

i=X,Y,Z

(~∇mi)
2 d3~r (1)

C � ex
hange sti�ness, îáìåííàÿ æåñòêîñòü, �îáìåííàÿêîíñòàíòà�.Îáìåííàÿ ýíåðãèÿ ñòðåìèòñÿ ñäåëàòü ðàñïðåäåëåíèåíàìàãíè÷åííîñòè êàê ìîæíî áîëåå îäíîðîäíûì.



Ýíåðãèÿ íàìàãíè÷åííîñòè
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Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ íàìàãíè÷åííîñòè ñ ïîëåì,ñîçäàííûì åé ñàìîé:

EMS[~m] = −µ0γBM 2

S

y

V

~hD[~m] · ~m

2
d3~r (2)



Ïîëÿ ðàññåÿíèÿ
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Èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå ïðèîòñóòñòâèè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òîêîâ ðàçìàãíè÷èâàþùååïîëå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë
~hD = ~∇u(~r), (3)îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì Ïóàññîíà
~∇2u = −~∇ · ~m, (4)ïðè óñëîâèè
lim

|r|→∞
|~r|u, |~r|2|~∇u| < ∞ (5)



Ìàãíèòíûå çàðÿäû
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Óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà
~∇2u = −~∇ · ~m (6)íàïîìèíàåò óðàâíåíèå äëÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãîïîòåíöèàëà, ïðîèçâåäåííîãî ñèñòåìîé çàðÿäîâ

ρ = −~∇ · ~m (7)Íà ãðàíèöå ìàãíåòèêà ýòî àâòîìàòè÷åñêè äàåòïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà σ = (~m · ~n).



Ýíåðãèÿ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ
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Ôîðìàëüíî, èñïîëüçóÿ �óíêöèþ �ðèíà óðàâíåíèÿ (6),
EMS =

µ0γBM 2

S

2

(y y ρ(~r1)ρ(~r2) d3~r1 d3~r2

|~r1 − ~r2|
+

{ { σ(~r1)σ(~r2) d2~r1 d2~r2

|~r1 − ~r2|

) (8)

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé ýíåðãèè, 0, äîñòèãàåòñÿ ïðèïîëíîì îòñóòñòâèè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ.Ìàãíåòèê ñòðåìèòñÿ ê óñòðàíåíèþ ìàãíèòíûõ ïîëþñîâ(pole avoidan
e prin
iple).



Ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à
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Ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè
~m(~r) â ìàãíåòèêå, ìèíèìèçèðóþùåãî åãî ïîëíóþýíåðãèþ:

EEX + EMS = min, (9)â ïðåíåáðåæåíèè àíèçîòðîïèåé (ñ÷èòàÿ ìàòåðèàë�èäåàëüíî ìÿãêèì�).Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà ýòîé çàäà÷è âåäåò ê ñèñòåìåíåëèíåéíûõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. �åøèòü åå â îáùåì ñëó÷àå, íàñåãîäíÿøíèé äåíü, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.



Îáìåííàÿ äëèíà
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Ìèêðîìàãíèòíàÿ çàäà÷à äëÿ èäåàëüíî ìÿãêîãî�åððîìàãíåòèêà ñîäåðæèò äâà ïàðàìåòðà
� îáìåííóþ æåñòêîñòü C

� íàìàãíè÷åííîñòü íàñûùåíèÿ MS.èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü êîìáèíàöèþ ñ ðàçìåðíîñòüþäëèíû

LE =

√

C

µ0MS

, (10)

îïðåäåëÿþùóþ õàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûéìàñøòàá çàäà÷è.



Íàíî-ìàãíåòèçì
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Äëÿ áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ ìàãíèòîìÿãêèõ ìàòåðèàëîâ
LE ïîðÿäêà åäèíèö-äåñÿòêîâ íàíîìåòðîâ.Ïîòîìó, â ÷àñòèöàõ ñîïîñòàâèìîãî ðàçìåðà ìîæíîîæèäàòü äðóãèõ, îòëè÷íûõ îò êëàññè÷åñêèõìèêðîìàãíèòíûõ, ðåøåíèé.Îòñþäà �íàíî-ìàãíåòèçì�.



Íàíî-ìàãíåòèçì. Çàäà÷à äëÿïëîñêîãî öèëèíäðà.
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Ïëîñêèé öèëèíäð
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Íàéòè ðàâíîâåñíîå (ìåòàñòàáèëüíîå) ðàñïðåäåëåíèåâåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè â ïëîñêîì (òîíêîì)�åððîìàãíèòíîì (èç èäåàëüíî ìÿãêîãî ìàòåðèàëà)öèëèíäðå.
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Ýíåðãèÿ

Íàíî-ýëåìåíòûÌèêðîìàãíåòèçìÍàíî-ìàãíåòèçìÏëîñêèéöèëèíäðÝíåðãèÿÏîñëåäîâàòåëüíàÿìèíèìèçàöèÿÈåðàðõèÿÒîëùèíàÑòåðåîãðà�è÷åñêàÿïðîåêöèÿÎáìåíÑîëèòîíû èÌåðîíûÒîðöåâûåçàðÿäûÁîêîâûåçàðÿäûÇàäà÷à�èìàíà-�èëüáåðòàÏðèìåðûÂûâîäûÄîíåöêèé Ôèçèêî-Òåõíè÷åñêèé Èíñòèòóò Cmplx � slide 18

Â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè
e[~m]

µ0M 2

S

=
y

D,L

{

L2

E

2

∑

i=X,Y,Z

(~∇mi)
2 − ~hD[~m] · ~m

}

d3~r, (11)

ãäå LE =
√

C/(µ0M 2

S) îáìåííàÿ äëèíà,
~∇ = {∂/∂X, ∂/∂Y, ∂/∂Z}, ~hD[~m] ðàçìàãíè÷èâàþùååïîëå, ñîçäàííîå ~m(~r).Êàê ãîâîðèëîñü, ìèíèìèçèðîâàòü òàêóþ ýíåðãèþ òî÷íîâ îáùåì ñëó÷àå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.



Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ìèíèìèçàöèÿ
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Ïðåäïîëîæèì íàëè÷èå õîðîøî îïðåäåëåííîé èåðàðõèèýíåðãèé (êàêèå-òî ñëàãàåìûå ïîëíîé ýíåðãèè áîëåå�âàæíû�, ÷åì äðóãèå).Âìåñòî ìèíèìèçàöèè ñóììû ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòýíåðãèè, áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü èõ ïîî÷åðåäíî, îò áîëååâàæíûõ ê ìåíåå âàæíûì.Íà÷íåì ñ ïîëíîãî íàáîðà âñåõ âîçìîæíûõ âåêòîðíûõïîëåé ~m(~r). Ïðîñåèì åãî, îñòàâèâ òîëüêî ïîëÿ,ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñòðåìóìó ñàìîãî âàæíîãîñëàãàåìîãî. Îñòàíåòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîëåé.Ïîâòîðèì ñ ìåíåå âàæíûì ñëàãàåìûì, è ò.ä.Íàñêîëüêî äàëåêî òàê ìîæíî ïðîäâèíóòüñÿ ? Ñêîëüêîïîëåé îñòàíåòñÿ ?
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Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîãî ïëîñêîãî íàíî-öèëèíäðà.

1. Îáìåííàÿ ýíåðãèÿ2. Ìàãíèòîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ(a) Ïîâåðõíîñòíûå çàðÿäûi. òîðöåâûå çàðÿäûii. áîêîâûå çàðÿäû(b) Îáúåìíûå çàðÿäû



Òîëùèíà
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Ñ÷èòàåì, ÷òî òîëùèíà öèëèíäðà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñîáìåííîé äëèíîé.�àññìàòðèâàåì òîëüêî îäíîðîäíûå ïî òîëùèíåðàñïðåäåëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè.
∂ ~m

∂Z
= 0. (12)

Òîãäà óäîáíî (÷èñòî �îðìàëüíî) ââåñòè êîìïëåêñíóþêîîðäèíàòó
z = X + ı Y. (13)



Ñòåðåîãðà�è÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ
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Äëèíà âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè �èêñèðîâàíà |~m| = 1.Ýòî ìîæíî ó÷åñòü àâòîìàòè÷åñêè, çàïèñàâ åãî (÷èñòî�îðìàëüíî) â âèäå

mX + ımY =
2w(z, z)

1 + |w(z, z)|2 (14)

mZ =
1 − |w(z, z)|2
1 + |w(z, z)|2 ,

ãäå w(z, z) � êîìïëåêñíàÿ �óíêöèÿ êîìïëåêñíîãîïåðåìåííîãî (íå îáÿçàòåëüíî àíàëèòè÷åñêàÿ, ò.å. íåîáÿçàòåëüíî äè��åðåíöèðóåìàÿ) à ëèíèÿ îáîçíà÷àåòêîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå z = X − ıY .



Îáìåí
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Ââîäÿ îïåðàòîðû êîìïëåêñíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ
∂/∂z = (∂/∂X − ı ∂/∂Y )/2, ∂/∂z = (∂/∂X + ı ∂/∂Y )/2,îáìåííóþ ýíåðãèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∑

i=X,Y,Z

(~∇mi)
2 =

8

(1 + ww)2

(

∂w

∂z

∂w

∂z
+

∂w

∂z

∂w

∂z

)

. (15)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ ýêñòðåìóìà ýòîãî �óíêöèîíàëàèìååò âèä
∂

∂z

(

∂w

∂z

)

=
2w

1 + ww

∂w

∂z

∂w

∂z
. (16)

Ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå, âñå åãî ðåøåíèÿ íà äàííûéìîìåíò íå èçâåñòíû. Èçâåñòíû íåêîòîðûå.



Ñîëèòîíû è Ìåðîíû
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∂

∂z

(

∂w

∂z

)

=
2w

1 + ww

∂w

∂z

∂w

∂z
. (17)

Ñîëèòîíû, îòêðûòûå Áåëàâèíûì è Ïîëÿêîâûì

w = f(z), (18)ãäå f(z) � ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ.Ìåðîíû, îòêðûòûå �ðîññîì

w =
f(z)

√

f(z)f(z)
. (19)



Òîðöåâûå çàðÿäû
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Ìåðîí |w| = 1 íå èìååò òîðöåâûõ çàðÿäîâ, ïîñêîëüêóåãî mZ = 0. Îäíàêî, îáìåííàÿ ýíåðãèÿ ìåðîíà âîêðåñòíîñòè íóëåé è ïîëþñîâ f(z) ðàñõîäèòñÿ.Ïðåäñòàâëÿÿ w(z, z) â âèäå
w(z, z) =











f(z)/e1 |f(z)| ≤ e1

f(z)/
√

f(z)f(z) e1 < |f(z)| ≤ e2

f(z)/e2 |f(z)| > e2

, (20)

ãäå f(z) � ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ,ïîëó÷èì íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ, ñøèâàþùóþ ñîëèòîí èìåðîí, ñî ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè 0 < e1 < e2 < ∞,ïîçâîëÿþùèìè ðåãóëèðîâàòü ðàçìåð ñîëèòîííûõ�øàïîê� âáëèçè íóëåé è ïîëþñîâ f(z).



Áîêîâûå çàðÿäû
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Âûáîðîì îñòàâøåéñÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f(z)áîêîâûå çàðÿäû ìîæíî ïîëíîñòüþ óáðàòü. Äëÿ ýòîãîíåîáõîäèìî ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó �èìàíà-�èëüáåðòà:

Íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ â D �óíêöèþ f(z), òàêóþ ÷òî

Re [f(ζ)n(ζ)] = 0 (îòñóòñòâóþò íîðìàëüíûå ê ãðàíèöåêîìïîíåíòû), ãäå ζ ∈ C = ∂D � ýòî ãðàíèöàD, è n(ζ) =
nx(ζ) + ıny(ζ) � êîìïëåêñíàÿ íîðìàëü ê C.

Ê ñîæàëåíèþ, ðåøåíèå Ïðèâàëîâà ýòîé êðàåâîé çàäà÷è,îïóáëèêîâàííîå â êíèãå Ëàâðåíòüåâè è Øàáàòà �Ìåòîäûòåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî�, ïîçâîëÿåòíàéòè òîëüêî ïîäìíîæåñòâî âîçìîæíûõ �óíêöèé f(z).



Çàäà÷à �èìàíà-�èëüáåðòà
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Ëåãêî ðåøàåòñÿ äëÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im t > 0. Âýòîì ñëó÷àå,

f(t) =

∑m
i=0

git
i

∑n
i=0

hiti
, (21)

ãäå gi è hi ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �îðìû òîðöà ÷àñòèöû, îïðåäåëåííîéêîí�îðìíûì îòîáðàæåíèåì íà íåå z = M(t) âåðõíåéïîëóïëîñêîñòè
f = M ′(t)

∏mp

i=0
(ai − t)(ai − t)

∏mr

j=0
(bj − t)

∏np

i=0
(ci − t)(ci − t)

∏nr

j=0
(dj − t)

(22)

z = M(t).



Ïðèìåðû.
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Äèñê
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Êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íàåäèíè÷íûé äèñê èìååò âèä
M(t) = −eı α(h + ı t)

h − ı t
, (23)

ãäå h ïðîèçâîëüíûé äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð è

α ∈ [0, 2π).Â ñëó÷àå m = 2, n = 0 ïîëó÷èì èçâåñòíûå ðàíååðåøåíèÿ.
f(z) = (izc + A − Az2), (24)ãäå c è ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûé è êîìïëåêñíûéïàðàìåòðû. A = 0 äàåò àíçàö Óñîâà è Ïåñ÷àíîãî äëÿöåíòðèðîâàííîãî ìàãíèòíîãî âèõðÿ.
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Â ñëó÷àå áîëüøèõ çíà÷åíèé m è n ïîëó÷èììíîãîâèõðåâûå ñîñòîÿíèÿ.
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K.-S. Lee, B.-W. Kang, Y.-S. Yu and S.-K. Kim, Appl.Phys. Lett. 85, 1568 (2004).



Òðåóãîëüíèê
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Êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íàðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê äàíî
M(t) =

√
πΓ(1/3)

Γ(5/6)

∫ t

0

(1 − u2)−2/3 du − ı

2
√

3
, (23)ãäå îïóùåíû äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû, ñâÿçàííûå ñîñâîáîäîé âûáîðà îòîáðàæåíèÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòèíà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
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Êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íàïîëîñó 0 < Im z < 1 åñòü

M(t) = − log t

π
, (23)ãäå ñíîâà îïóùåíû äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû,ñâÿçàííûå ñî ñâîáîäîé âûáîðà îòîáðàæåíèÿ âåðõíåéïîëóïëîñêîñòè íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

T (t) =
at + b

ct + d
, (24)

ãäå ad − bc > 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèþ âåðõíåéïîëóïëîñêîñòè íà âåðõíþþ, à íå íà íèæíþþ.
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� Ëþáàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ êîìïëåêñíîãîïåðåìåííîãî ñîîòâåòñòâóåò (â óêàçàííûõïðåäïîëîæåíèÿõ) ðåøåíèþ íåêîòîðîé ñòàòè÷åñêîéçàäà÷è íàíî-ìàãíåòèçìà .
� Çàäàâøèñü ïðîèçâîëüíîé �îðìîé öèëèíäðà,âûðàçèòü òàêóþ �óíêöèþ ìîæíî, ðåøèâ çàäà÷ó�èìàíà-�èëüáåðòà, ÷åðåç ðàöèîíàëüíóþ �óíêöèþïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ äåéñòâèòåëüíûìèêîý��èöèåíòàìè.

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå !
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